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Анотація. Постановка проблеми. Розглянуто проблему реалізації методики розрахунку міцності 

залізобетонних конструкцій за нормальними перерізами за дії плоского згину, яка встановлена у діючих 

нормативних документах України. Основну увагу приділено нетиповим і практично не розглянутим 

розрахунковим випадкам, характерним для автоматизованих алгоритмів у середовищі ПК «ЛІРА САПР». Мета 

роботи – аналіз доцільності використання методики діючих нормативних документів із подальшим 

розробленням рекомендацій, виходячи із специфіки комп’ютеризованих розрахунків. Методика. У межах 

виконаного дослідження розглянуто прямокутні перерізи залізобетонних конструкцій з одиночним та 

подвійним армуванням (за умови значного збільшення площі арматури стиснутої зони перерізу) із варіюванням 

класів бетону, коефіцієнта армування та співвідношення площ армування. Діаграми «напруження-деформації» 

бетону та арматури прийняті дволінійні із характерними значеннями, встановленими для граничних станів  

першої групи. Досліджено характер зміни діаграм стану перерізів «M − εc(1)». Результати досліджень. 

Виявлено, що для одиночно армованих перерізів за зменшення площі армування характерне зменшення 

значення деформації стиснутої грані бетону, яке використовується для пошуку розв'язання систем нелінійних 

рівнянь рівноваги деформаційного методу. Це виклткає збільшення часу виконання розрахунків армування 

площинних елементів методом Вуда. Встановлено, що для перерізів із подвійним армуванням за відносно 

великих значеннь співвідношень площ армування рівновага перерізу знаходиться при максимальних 

деформаціях стиснутої фібри бетону. Висновки. Запропонований підхід, спрямований на прискорення 

розрахунку перерізів з одиночним армуванням, який базується на використанні залежності між відсотком 

(площею) армування і деформацією найбільш стиснутої грані залізобетонної конструкції. Особливості 

аналітичних алгоритмів розрахунку обраних перерізів враховані шляхом реалізації цієї методики у ПК «ЛІРА 

САПР», оптимізації та прискорення автоматизованих алгоритмів розрахунку залізобетонних конструкцій. 

Ключові слова: залізобетонні конструкції; нелінійна-деформаційна модель; плоский згин; нормальний 

переріз; метод Вуда; білінійна діаграма «напруження-деформації»; ітераційні методи  
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Abstract. Problem statement. The problem of realization of the calculation method of normal cross-sections 

strength of reinforced concrete constructions under flat bending, which is established in the current building codes of 

Ukraine, is considered. The main attention is paid to atypical and practically not considered calculation cases, typical 

for automated algorithms in the environment of SP "LIRA SAPR". The purpose of the article. Analysis of the 

feasibility of using the calculation method of current building codes with further development of recommendations, 

based on the specifics of computerized calculations. Methodology. Within the framework of the performed research, 

rectangular cross-sections of reinforced concrete structures with single and double reinforcement (provided a significant 

increase in the area of reinforcement of the compressed cross-sectional area) with variation of concrete classes, 

reinforcement coefficient and ratio of reinforcement areas were considered. The stress-strain diagrams of concrete and 

reinforcement are bilinear with characteristic values set for the first group of limit states. The character of change of 

cross-sections’ status diagrams "M - εc(1) " is investigated. Research results. It is found that for single-reinforced 

sections with decreasing reinforcement area there is a decrease of the value of deformation of the compressed fiber of 

concrete, which is used to find solutions for systems of nonlinear equilibrium equations of the deformation method. 

This leads to an increase of the execution time of calculations of the flat elements’ reinforcement by the Wood method. 

It is established that for sections with double reinforcement at relatively large values of the ratios of the reinforcement 

areas, the equilibrium of the section is at the maximum deformations of the compressed concrete fiber. Conclusions. An 

approach aimed at accelerating the calculation of sections with single reinforcement, which is based on the use of the 

relationship between the percentage (area) of reinforcement and the deformation of the most compressed fiber of the 

reinforced concrete element. Features of analytical algorithms for calculating the selected sections are taken into 

account by implementing this technique in the PC "LIRA SAPR", optimization and acceleration of automated 

algorithms for calculating reinforced concrete structures. 

Keywords: wood method; nonlinear deformation model; flat bending; normal cross-section; bilinear stress-strain 

diagram; iterative methods; reinforced concrete 

Постановка проблеми. Відповідно до 

діючих будівельних норм України у сфері 

проектування залізобетонних конструкцій 

[1; 2] нормальні перерізи розраховуються за 

граничними станами першої і другої групи 

із застосуванням деформаційного методу.  

З одного боку, у цих нормах чітко наведені 

вихідні передумови,  загальна методика 

вирішення систем нелінійних рівнянь 

рівноваги із використанням персональних 

комп’ютерів, що є характерною особливістю 

даного методу. Але, з іншого боку, 

недостатньо повно розкриті особливості 

застосування цієї методики та 

деформаційного методу у ряді 

розрахункових випадків, які невідворотно 

зустрічаються за їх комп’ютерної реалізації 

у складі сучасних програмних комплексів, 

зокрема, у ПК «ЛІРА САПР» [3].  

Це стосується як реалізації розрахунків 

нормальних перерізів стрижневих елементів 

(при плоскому НДС), так і площинних 

елементів методом Вуда [4]. Так, практично 

не розглянуті випадки напружено-

деформованого стану (НДС) нормальних 

перерізів за позацентрового розтягу, 

зокрема, у випадку дії малих 

ексцентриситетів [5; 6]. Те саме стосується 

НДС плоского згину для одиночно 

армованих нормальних перерізів із відносно 

невеликою площею розтягнутої арматури і 

перерізів із подвійною арматурою за умови 

значного перебільшення площі стиснутої 

арматури над розтягнутою. 

Аналіз публікацій. У практичних 

посібниках до діючих норм, зокрема, в  

[7; 8], вищезазначені  питання також 

недостатньо висвітлені, переважно через те, 

що в них розглядаються розрахунки 

відносно типових випадків армування 

конструкцій, які зустрічаються у практиці 

проектування і характеризуються 

інженерною доцільністю та дотриманням 

конструктивних вимог. Досить цікавий 
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підхід до визначення параметрів НДС 

залізобетонних конструкцій, який базується 

на теорії складених стрижнів [9].  

Необхідно також враховувати ефект 

порушення суцільності [10; 11], який 

виникає в залізобетонних конструкціях 

після появи тріщин. Тому числові 

дослідження, направлені на створення та 

удосконалення комп’ютеризованих 

алгоритмів, мають працювати та видавати 

коректний результат не лише у таких 

випадках [12], а й у випадках частіше 

нетипових і навіть нераціональних з 

інженерної точки зору.  

Наприклад, позначені ситуації 

виникають під час багаторазового 

оцінювання несної здатності перерізу із 

проміжним армуванням на етапі розрахунку 

n-ї комбінації розрахункових сполучень 

навантажень (РСН) чи зусиль (РСЗ), які 

мають місце за конструювання перерізів 

залізобетонних елементів багаторазово 

статично невизначених розрахункових схем 

у ПК «ЛІРА САПР» [3].  

Мета статті – аналіз доцільності 

використання розрахункової методики 

ДБН/ДСТУ [1; 2] при плоскому згині у 

вищезазначених розрахункових ситуаціях та 

схемах армування шляхом розроблення 

практичних рекомендацій, виходячи із 

специфіки автоматизованих розрахунків. 

Виклад матеріалу. Дослідження 

здійснювалося на прямокутному 

залізобетонному нормальному перерізі 

фрагмента плити, яка містить  одиночне та 

подвійне армування стрижневою арматурою 

(рис. 1). Бетон конструкції – важкий, клас 

повздовжньої робочої арматури – А400С. 

При цьому змінними виступали такі 

параметри: відсоток армування ρ, класи 

важкого бетону С, співвідношення між 

площами армування (актуально для 

перерізів із подвійним армуванням). 

Наведений тип перерізу обрано через 

широке застосування в моделюванні як 

стрижневих, так і плитних (оболончастих) 

типів скінченних елементів. Із таких типів 

скінченних елементів складаються 

розрахункові моделі будівель та споруд для 

виконання їх розрахунку у сучасних 

програмних комплексах (наприклад, 

сімейства ПК «ЛІРА САПР»).  

Система нелінійних рівнянь рівноваги, 

яка описує роботу нормального 

залізобетонного перерізу при навантаженні 

(при трапецієвидній епюрі стиснутої зони) 

має вигляд: 
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   (1) 

Позначення змінних, що входять у 

систему рівнянь (1), представлені у діючих  

нормах [2]. 

 
 а б в 

Рис. 1. Схема зусиль і розрахункові схеми напружень та деформацій у нормальному перерізі залізобетонної 

конструкції з подвійним армуванням при плоскому згині: а) поперечний переріз конструкції;  

б) при трикутній епюрі стиснутої зони бетону, в) при трапецієвидній епюрі стиснутої зони бетону
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Розрахункові діаграми для бетону  

(рис. 2 а) та арматури (рис. 2 б) прийняті 

білінійними з відповідними параметрами, 

вказаними у діючих нормах [1]. 

 

а б 

Рис. 2. Розрахункові діаграми стану матеріалів: а) для бетону; б) для арматури 

Таблиця 1  

Фізико-механічні характеристики та вихідні дані для розрахунку залізобетонного перерізу 

Характеристики залізобетонного перерізу Значення 

– висота перерізу – h, см 20 

– ширина перерізу – b, см 100 

– відстань від верхньої грані плити до осі арматури у верхній частині перерізу – 

as,top, см 
3 

– відстань від нижньої грані плити до осі арматури у нижній частині перерізу – 

as,low, см 
3 

– коефіцієнт приведення армування до бетону – αs 7,407 

- класи важкого бетону С12/15 С16/20 С20/25 С25/30 

Переріз з одиночним армуванням 

– площа повздовжньої робочої арматури у нижній частині перерізу – As,low, см2 9,0 6,0 3,0 1,5 0,75 

- відсоток армування, ρ, % 0,53 0,35 0,18 0,09 0,044 

Переріз з подвійним армуванням 

– площа повздовжньої арматури у верхній частині перерізу – 
topsA ,

, см2 30 30 30 30 30 

– площа повздовжньої арматури у нижній частині перерізу – 
lowsA ,

, см2 5 3 2 1 0,5 

- співвідношення площ арматур, 
lowstops AA ,, /  6 10 15 30 60 

- відсоток армування, ρ, % 2,06 1,94 1,89 1,82 1,79 

 

Вихідні дані задачі наведені в таблиці 1. 

Розв’язання системи рівнянь рівноваги 

виконувалось за методикою, представленою 

в додатку А, ДСТУ [2] для одного перерізу 

багаторазово шляхом пошуку рівноваги між 

зовнішніми зусиллями M та N і зусиллями, 

що виникають у бетоні та арматурі [5; 6]. 

Програмування та налагодження 

розрахункового алгоритму, аналіз та 

отримання результатів виконувалися у 

програмному комплексі «MathCAD 15». 

Результати досліджень 

Розглянуто два типи нормальних 

перерізів при плоскому згині: 

− з одиночним армуванням; 

− із подвійним армуванням (із 

концентрацією більшості площі арматури у 

стиснутій зоні). 

Як вже зазначено вище, ці розрахункові 

випадки не типові й були обрані з точки 

зору перевірки надійності алгоритму 

розв'язання системи нелінійних рівнянь 

рівноваги при плоскому згині, 

запропонованого у додатку А, ДСТУ [2]  у 

ситуаціях, що виникають за розрахунку в 

ПК «ЛІРА САПР». 

Таким чином, досліджено ефект 

зменшення висоти стиснутої зони x1 

прямокутного перерізу при зменшенні 

площі арматури розтягнутої зони As,low. На  

рисунку 3 показано діаграми стану  

«M − εс(1)» для одиночно армованого 

нормального перерізу із змінюваними 

значеннями площі розтягнутої арматури.  

На цих графіках відображена тенденція 

зменшення значення несної здатності 

перерізу при зменшенні площі армування. 

При цьому також виникає зменшення 

значення максимальної відносної 

деформації стиснутої фібри бетону εc(1), за 

якої знаходиться рівновага між внутрішніми 

та зовнішніми зусиллями.  
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За деяких значень коефіціента 

армування ρ (менших за мінімальний, 

встановлений в нормах [1; 2]) рівновагу вже 

не можна знайти при кроку 0,1*εcu і для 

знаходження розв’язку системи (1) крок 

ітерацій потрібно зменшувати. 

 

Рис. 3. Діаграми стану «M - εс(1)» дослідного одиночно армованого залізобетонного перерізу 

із площею нижньої арматури As,low, клас важкого бетону С20/25: 
1 –  9 см2; 2 – 6 см2; 3 – 3 см2; 4  – 1,5 см2; 5 – 0,75 см2 

 

НДС перерізу при цьому збігається з 

таким, що виникає за позацентрового 

розтягу з малими ексцентриситетами  

(рис. 4), дослідження якого описані у праці 

[3]. 

 

Рис. 4. Схема зусиль та форма рівноваги перерізу залізобетонної конструкції з одиночним армуванням 

 

Рис. 5. Діаграми стану «M - εс(1)» дослідного залізобетонного перерізу з подвійним армуванням і площею 

верхньої та нижньої арматури As,top / As,low, клас бетону С20/25: 1 –  30/5 см2; 2 – 30/3 см2; 3 – 30/2 см2;  

4 – 30/1 см2; 5 – 30/0,5 см2 

Для залізобетонних перерізів із 

подвійним армуванням (за умови значного 

збільшення площі стиснутої арматури, ніж 

розтягнутої), незважаючи на тенденцію 

зменшення висоти стиснутої зони і загальну 

подібність НДС перерізу порівняно з 
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попереднім, необхідність зменшення кроку 

ітерацій не була встановлена. Рівновага між 

внутрішніми та зовнішніми зусиллями 

знаходиться за значень εc(1) = εcu навіть за 

максимального співввідношення площ 

стиснутої арматури до розтягнутої (рис. 5). 

При цьому відносно великий відсоток 

армування нормального перерізу плити (ρmax 

склав 2,05 %) обраний з міркувань 

можливості задавання користувачем у ПК 

«ЛІРА САПР» значень відсотка армування 

ρ, що значно перебільшують встановлені за 

[1; 2]. 

Розглянуті розрахункові випадки 

виникають під час визначення несної 

здатності перерізу або підбору арматури з 

метою визначення її найбільш оптимальної 

кількості. Отримані дані наведені в 

таблиці 2.  

Таблиця 2 

Результати числових розрахунків дослідних залізобетонних перерізів 

Клас 

важкого 

бетону 

Кривизна 

χ, 

см-1 

Деформації 

εc(1) 

(рівновага) 

Висота 

стиснутої, 

зони 

перерізу,  

х, см 

Напруження 

у верхньому 

армуванні, 

σs,top,  

МПа 

Напруження 

у нижньому 

армуванні, 

σs,low,  

МПа 

Несна 

здатність 

перерізу 

Площа арматури 

 

ρ,% 

Mint, 

кНм 

верхньої 

As,top,см2 

нижньої 

As,low,см2 

Одиночне армування нормального залізобетонного перерізу 

С12/15 

7,97E-04 1,0∙εcu 4,18 

− -364,0 

49,36 

− 

9,0 0,53 

1,19E-03 1,0∙εcu 2,79 34,32 6,0 0,35 

1,59E-03 0,69∙εcu 1,45 17,86 3,0 0,18 

1,51E-03 0,37∙εcu 0,81 9,10 1,5 0,09 

1,47E-03 0,22∙εcu 0,5 4,59 0,75 0,044 

С16/20 

1,03E-03 1,0∙εcu 3,13 

− -364,0 

51,01 

− 

9,0 0,53 

1,55E-03 1,0∙εcu 2,09 35,05 6,0 0,35 

1,53E-03 0,54∙εcu 1,14 18,04 3,0 0,18 

1,50E-03 0,31∙εcu 0,67 9,14 1,5 0,09 

1,50E-03 0,2∙εcu 0,43 4,60 0,75 0,044 

С20/25 

1,23E-03 1,0∙εcu 2,52 

− -364,0 

51,98 

− 

9,0 0,53 

1,62E-03 0,89∙εcu 1,70 35,47 6,0 0,35 

1,52E-03 0,47∙εcu 0,96 18,14 3,0 0,18 

1,47E-03 0,28∙εcu 0,59 9,17 1,5 0,09 

1,46E-03 0,19∙εcu 0,40 4,60 0,75 0,044 

С25/30 

1,38E-03 1,0∙εcu 2,17 

− -364,0 

52,52 

− 

9,0 0,53 

1,60E-03 0,8∙εcu 1,5 35,71 6,0 0,35 

1,53E-03 0,44∙εcu 0,87 18,2 3,0 0,18 

1,46E-03 0,27∙εcu 0,55 9,18 1,5 0,09 

1,49E-03 0,19∙εcu 0,38 4,60 0,75 0,044 

Подвійне армування нормального залізобетонного перерізу 

С12/15 

1,14E-03 

1,0∙εcu 

2,93 -15,82 

-364,0 

29,26 

30 

5 2,06 

1,17E-03 2,84 -37,80 19,04 3 1,94 

1,19E-03 2,78 -48,79 13,93 2 1,89 

1,21E-03 2,75 -59,77 8,82 1 1,82 

1,22E-03 2,73 -65,33 6,27 0,5 1,79 

С16/20 

1,14E-03 

1,0∙εcu 

2,83 -38,11 

-364,0 

30,54 

30 

5 2,06 

1,18E-03 2,74 -59,43 20,31 3 1,94 

1,19E-03 2,71 -70,09 15,19 2 1,89 

1,21E-03 2,67 -80,87 10,07 1 1,82 

1,22E-03 2,64 -86,32 7,51 0,5 1,79 

С20/25 

1,13E-03 

1,0∙εcu 

2,74 -58,44 

-364,0 

31,78 

30 

5 2,06 

1,17E-03 2,66 -79,13 21,53 3 1,94 

1,18E-03 2,62 -89,59 16,40 2 1,89 

1,20E-03 2,58 -100,05 11,27 1 1,82 

1,21E-03 2,57 -105,28 8,71 0,5 1,79 

С25/30 

1,12E-03 

1,0∙εcu 

2,67 -73,7 

-364,0 

32,77 

30 

5 2,06 

1,16E-03 2,59 -94,01 22,50 3 1,94 

1,16E-03 2,56 -104,3 17,36 2 1,89 

1,19E-03 2,52 -114,4 12,22 1 1,82 

1,2E-03 2,5 -119,6 9,65 0,5 1,79 
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Обрані розрахункові ситуації 

зумовлюють збільшення кількості ітерацій 

при підході, що передбачає пошук рівноваги 

за допомогою методу послідовних 

наближень, який починається із граничного 

значення деформації найбільш стиснутої 

фібри бетону εcu і направлений у бік 

зменшення, або якщо рівновага знаходиться 

за допомогою іншого ітераційного методу.  

Із цих міркувань запропоновано 

таблицю відповідності граничних відсотків 

ρ і площ армування As,low та відповідних їм 

значень деформацій найбільш стиснутої 

грані εc(1) для перерізу з одиночною 

арматурою (табл. 3).  

Завдяки даним, наведеним у таблиці 3 та 

лінійній інтерполяції між значеннями площі 

As,low чи відсотку нижнього армування ρ і 

відповідним значенням деформації 

найбільш стиснутої фібри бетону εc(1),  

можна швидше встановити область пошуку 

рішення і таким чином прискорити процес 

розв’язання системи (1). 

Таблиця 3 

Граничні відсотки армування, площ арматури залізобетонних одиночно армованих перерізів  

та відповідні значення поздовжніх деформацій стиску бетону  

Клас  

важкого 

бетону 

Відстань від нижньої грані 

плити до осі арматури у 

нижній частині перерізу – as,low, 

см 

εc(1)= 1,0∙εcu εc(1)= 0,5∙εcu 

Площа нижньої 

арматури As,low, 

см2 

 Відсоток 

армування ρ, 

% 

Площа нижньої 

арматури As,low, 

см2 

Відсоток 

армування ρ, 

% 

С12/15 

1,5 4,74 0,279 2,29 0,135 

2,0 4,59 0,27 2,24 0,132 

2,5 4,44 0,261 2,16 0,127 

3,0 4,31 0,254 2,11 0,124 

 

С16/20 

1,5 6,12 0,36 2,92 0,172 

2,0 5,93 0,349 2,86 0,168 

2,5 5,81 0,342 2,76 0,162 

3,0 5,65 0,332 2,70 0,159 

 

С20/25 

1,5 7,38 0,434 3,44 0,202 

2,0 7,16 0,421 3,36 0,198 

2,5 6,95 0,409 3,25 0,191 

3,0 6,76 0,398 3,18 0,187 

 

С25/30 

1,5 8,29 0,488 3,80 0,224 

2,0 8,05 0,474 3,71 0,218 

2,5 7,82 0,46 3,59 0,211 

3,0 7,60 0,447 3,50 0,206 

 

Це набуває особливої актуальності у 

випадку розрахунку методом Вуда [4], 

згідно з яким виникає проблема збільшення 

тривалості його виконання через наявність 

більшої кількості розрахункових комбінацій 

зусиль порівняно із методикою 

проф. М. І. Карпенка [13].  

Висновки. За допомогою аналізу 

виконаних числовних розрахунків 

нормальних перерізів залізобетонних 

елементів за методикою діючих ДБН/ДСТУ 

згідно з методом Вуда при плоскому згині 

для дослідних перерізів установлено, що: 

− для одиночно армованих 

залізобетонних нормальних перерізів у разі 

зменшення площі армування характерне 

зменшення значення деформації стиснутої 

грані бетону εc(1), за якої знаходиться 

рівновага між внутрішніми і зовнішніми 

зусиллями. Це уповільнює швидкість 

виконання розрахунків системи рівнянь (1) 

ітераційними методами. У зв’язку з цим 

автори пропонують підхід, направлений на 

прискорення виконання розрахунку шляхом 

використання залежності між відсотком 

армування ρ або його площею As,low і 

деформацією стиснутої грані εc(1); 

− для залізобетонних перерізів із 

подвійним армуванням необхідність 

зменшення кроку ітерацій, пов’язана із 
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зменшенням значення деформації стиснутої 

грані бетону εc(1), не встановлена. Розглянута 

нормативна методика продемонструвала 

працездатність та доцільність використання. 

Запропонована методика реалізована у 

ПК «ЛІРА САПР» щодо оптимізації та 

прискорення існуючих та створення нових 

автоматизованих алгоритмів розрахунку 

залізобетонних конструкцій будівель та 

інженерних споруд. 
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