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Анотація. Постановка проблеми. Аеротенки та відстійники найбільш поширено використовуються в 

технологічних схемах очищення стічних вод. Важливою проблемою є розробка ефективних спеціалізованих 

математичних моделей для аналізу ефективності роботи цих споруд водовідведення. Мета роботи. Розробка 

чисельних моделей для розрахунку процесів масопереносу у біологічних реакторах та відстійниках систем 

водовідведення. Методика. Для опису процесів механічного та біологічного очищення стічних вод 

використовуються фундаментальні рівняння механіки суцільного середовища. Для моделювання процесу 

переносу активного мулу, кисню та субстрату в біологічному реакторі використовуються тривимірні рівняння 

масопереносу. Для опису руху забруднювача у відстійнику використовується 3D рівняння конвективно-

дифузійного переносу вагомої консервативної домішки. Гідродинаміка в очисних спорудах описується 

просторовим рівнянням Лапласу для потенцала швидкості. Для чисельного інтегрування моделюючих рівнянь 

використовуються кінцево-різницеві схеми. Наукова новизна. В статті розглянуті чисельні моделі для 

визначення концентрації кисню, активного мулу, субстрату в біореакторі. Запропоновані чисельні моделі для 

аналізу ефективності процесу очищення стічних вод у відстійниках. Побудовані чисельні моделі визначення 

поля швидкості потоку стічних вод в біореакторах та відстійниках. Запропоновані математичні моделі можуть 

буди використані для оцінювання ефективності роботи споруд, що здійснюють механічне та біологічне 

очищення стічних вод. Практична значущість. Запропоновані чисельні моделі для визначення поля 

швидкості в аеротенках та відстійниках, а також чисельні моделі для рішення задач оцінювання ефективності 

очищення стічних вод в цих спорудах. Розроблені чисельні моделі дозволяють швидко, в режимі «on-line», 

вирішувати прикладні задачі. Висновки. Здійснена програмна реалізація розробленої чисельної моделі. 

Наведено результати обчислювального експерименту. 
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Abstract. Problem statement. Aeration tanks and settling tanks are most commonly used in wastewater treatment 

processes. An important problem is the development of effective specialized mathematical models for analyzing the 

efficiency of these wastewater treatment facilities. The purpose of the article. Development of numerical models for 

calculating mass transfer processes in biological reactors and settling tanks of wastewater systems. Methodology. To 

describe the processes of mechanical and biological wastewater treatment, fundamental equations of continuum 

mechanics are used. To model the process of activated sludge, oxygen and substrate transport in a biological reactor, 

three-dimensional mass transfer equations are used. To describe the movement of a pollutant in a settling tank, a 3D 

equation of convective-diffusion transport of a significant conservative impurity is used. Hydrodynamics in treatment 

plants is described by the spatial Laplace equation for the velocity potential. Finite-difference schemes are used for 

numerical integration of the modeling equations. Scientific novelty. The article considers numerical models for 

determining the concentration of oxygen, activated sludge, substrate in a bioreactor. Numerical models are proposed for 

analyzing the efficiency of the wastewater treatment process in settling tanks. Numerical models are built for 

determining the field of wastewater flow velocity in bioreactors and settling tanks. The proposed mathematical models 

can be used to assess the efficiency of structures that carry out mechanical and biological wastewater treatment. 

Practical significance. Numerical models for determining the velocity field in aeration tanks and settling tanks, as well 

as numerical models for solving problems of assessing the efficiency of wastewater treatment in these structures, are 

proposed. The developed numerical models allow for quick, on-line, solution of applied problems. Conclusions. The 

developed numerical model has been implemented in software. The results of the computational experiment are 

presented. 

Keywords: wastewater treatment; bioreactor; settling tank; numerical modeling; water use 

Постановка проблеми. Очистка 

стічних вод є дуже особо важливою 

проблемою в галузі  водокористування  

[1–5; 6; 7; 13]. Для вирішення різноманітних 

задач очищення стічних вод 

використовуються різні споруди. Практично 

усі технологічні схеми очищення 

включають аеротенки та відстійники. На 

етапі проектування даних споруд очистки 

стічних вод потрібно мати спеціальні 

математичні моделі, а саме: 

– емпіричні моделі, що базуються на 

використанні спрощених алгебраїчних 

співвідношень та використовуються в 

нормативних та інженерних методиках  

[2–4]; 

– аналітичні моделі, що базуються на 

використанні точних рішень рівнянь 

масопереносу [5; 12]; 

– CFD моделі, що базуються на 

використанні чисельних моделей 

гідродинаміки та масопереносу [1; 9–12]. 

Незважаючи на значну кількість 

математичних моделей, можна зазначити, 

що у зв’язку з дуже широким колом 

існуючих аеротенків, відстійників, 

залишається проблема створення 

ефективних математичних моделей для 

аналізу їх роботи. 

Мета статті – розробка чисельних 

моделей для розрахунку процесів 

масопереносу у біологічних реакторах та 

відстійниках систем водовідведення. 

Методика. Для опису процесів 

механічного та біологічного очищення 

стічних вод використовуються 

фундаментальні рівняння механіки 

суцільного середовища [1]. 

Математична модель кисневого 

режиму в споруді біологічного очищення 

стічних вод 

Процес очистки стічних вод в аеротенку 

описується наступними рівняннями 

масопереносу : 
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де t  – час; ( , ,z, )X x y t  – концентрація 

активного мулу в біореакторі; ( , , , )S x y z t  – 

концентрація субстрату в біореакторі; dK  – 

коефіцієнт, що враховує швидкість 

вимирання біомаси; DO  – концентрація 

кисню в стічній воді; maxDO  – максимальне 

значення концентрації кисню в стічних 

водах; , ,x y z    – коефіцієнти дифузії 

відповідно у напрямку , ,x y z ; 

u( , , ),v(x,y,z),w(x,y,z)x y z  – компоненти 

швидкості водного потоку в біореакторі; 

0 max, , ,s LaK K K  , DOk , Y  – параметри [1]. 

Краєві умови для моделюючих рівнянь 

наведені в [1]. 

Чисельне інтегрування рівнянь (4), (5) 

здійснюється за допомогою метода Ейлера. 

Рішення моделюючих рівнянь (1)−(3) 

здійснюється за допомогою кінцево-

різницевих схем. Приклад такої схеми 

наведено нижче для узагальненого рівняння 

масопереносу, де С – це концентрація 

речовини в біореакторі (кисень, субстрат, 

активний мул) : 
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 (6) 

Розглянемо апроксимацію похідних, що 

входять в рівняння масопереносу (6). 

Конвективні похідні представимо у вигляді 

[1] : 

,
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Для апроксимації конвективних 

похідних використовуємо вирази [1] : 
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 , , ,y y z zL L L L+ − + −  – 

позначення різницевих операторів при 

апроксимації конвективних похідних. 

Другі похідні апроксимуємо наступними 

виразами [1] : 
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В даних виразах: 
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, , ,yy yy zz zzM M M M+ − + −  – позначення різницевих 

операторів при апроксимації других 

похідних. 

З урахуванням цих позначень, 

різницевий аналог тривимірного рівняння 

переносу домішки матиме вигляд: 
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Похідна за часом представляється так: 
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− + −

+ − +

−
+



+ + + + =

= + + +

+ + +

 (8) 

– на третьому часовому кроці 
3 1

;
4 2

k n c n= + = +  використовується формула 

(8), 

– на четвертому часовому кроці 

3
1;

4
k n c n= + = +  використовується формула 

(7). 

Переваги розглянутої математичної 

моделі : 

1. можливість здійснювати просторове 

дослідження процесу біологічного 

очищення стічних вод в реакторі; 

2. можливість аналізувати процес 

очищення для різних моментів часу. 

Недоліки : 

1. неможливість аналізувати 

ефективність очищення стічних вод для 

рухомого біоценозу; 

2. неможливість моделювання 

турбулентної течії; 

3. розглянута різницева схема має 

перший порядок точності. 

Математична модель масопереносу у 

відстійнику 

Для аналізу ефективності роботи 

горизонтальних або вертикальних 

відстійників використовується наступна 3D 

модель масопереноса : 

( )S

,

g

х у z

w wS uS vS

t x y z

S S S

x x y y z z
  

 −  
+ + + =

   

          
= + +     
          

 

де S – концентрація домішки у відстійнику; 

gw  – швидкість гравітаційного осадження 

домішки в споруді. 

Постановка краєвих умов для даного 

моделюючого  рівняння наведена в [1]. 

Дане рівняння масопереносу 
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розщеплюється на систему одновимірних 

рівнянь наступним чином : 

х

S uS S

t x x x

    

+ =  
    

, 

у

S vS S

t y y y

    

+ =  
    

,               (9) 

у

S vS S

t z z z

    

+ =  
    

. 

Кожне рівняння з даної системи 

описують процес переносу субстрату в 

напрямках «X» та «Y», «Z». 

Різницеві рівняння, що дають можливість 

розв’язати систему рівнянь (9), такі : 

– крок № 1 для першого рівняння:  

1 1

1 2 2
1, , , , , , 1 ,2

, , , ,

1 1

2 2
, , 1, , , , 1, ,

2 2
;

n n

n i j k i j k i j k i j kn

i j k i j k

n n
n n

i j k i j k i j k i j k

u S u S
S S t

x

S S S S
t t

x x
 

+ +
+ +

+ + −

+ +

− +

−
= − +

− + − +
+ +

V
V

V V
V V

 (10) 

– крок № 2 для першого рівняння: 

1 11
1, , 1, , , , , ,1 2

, , , ,

1 1

1 12 2
, , 1, , , , 1, ,

2 2
,

n n
n i j k i j k i j k i j kn

i j k i j k

n n
n n

i j k i j k i j k i j k

u S u S
S S t

x

S S S S
t t

x x
 

− + − +
+ + ++

+ +
+ +

− +

−
= − +

− + − +
+ +

V
V

V V
V V

 (11) 

де 
2

u u
u+

+
= , 

2

u u
u−

−
= ; 

– крок № 1 для другого рівняння: 

1 1

1 2 2
, 1, , , , , , 1,2

, , , ,

1 1

2 2
, , 1, , , , 1, ,

2 2
;

n n

n i j k i j k i j k i j kn

i j k i j k

n n
n n

i j k i j k i j k i j k

v S v S
S S t

y

S S S S
t t

y y
 

+ +
+ +

+ + −

+ +

− +

−
= − +

− + − +
+ +

V
V

V V
V V

 (12) 

– крок № 2 для другого рівняння:  

1 11
, 1, , , , , , 1,1 2

, , , ,

1 1 1 1

2 2 2 2
, , 1, , , , 1, ,

2 2
,

n n
n i j k i j k i j k i j kn

i j k i j k

n n n n

i j k i j k i j k i j k

v S v S
S S t

y

S S S S
t t

y y
 

− + − +
+ + −+

+ + + +

− +

−
= − +

− + − +
+ +

V
V

V V
V V

 (13) 

де 
2

v v
v+

+
= , 

2

v v
v−

−
= . 

– крок № 1 для третього рівняння:  

1 1

1 2 2
, , 1 , , , , , , 12

, , , ,

1 1

2 2
, , , , 1 , , , , 1

2 2
;

n n

n i j k i j k i j k i j kn

i j k i j k

n n
n n

i j k i j k i j k i j k

w S w S
S S t

z

S S S S
t t

z z
 

+ +
+ +

+ + −

+ +

− +

−
= − +

− + − +
+ +

V
V

V V
V V

 (14) 

– крок № 2 для третього рівняння: 

1 11
, , 1 , , 1 , , , ,1 2

, , , ,

1 1

1 12 2
, , , , 1 , , , , 1

2 2
,

n n
n i j k i j k i j k i j kn

i j k i j k

n n
n n

i j k i j k i j k i j k

w S w S
S S t

z

S S S S
t t

z z
 

− + − +
+ + ++

+ +
+ +

− +

−
= − +

− + − +
+ +

V
V

V V
V V

 (15) 

де 
2

w w
w− −

= , 
2

w w
w+ +

= . 

Перевагами розглянутої математичної 

моделі є : 

1. можливість здійснювати 3D 

дослідження процесу очищення стічних вод 

у відстійниках з урахуванням конвективно-

дифузійного переносу домішки; 

2. можливість динаміки осадження 

домішки у відстійниках для різних моментів 

часу. 

Недоліки : 

1. неможливість моделювання 

турбулентної течії; 

2. розглянута різницева схема має 

перший порядок точності. 

Для практичної реалізації розглянутих 

чисельних моделей потрібно визначити поле 

швидкості води в споруді, тобто вирішити 

задачу гідродинаміки. 

Модель гідродинаміки. Для визначення 

поля швидкості потоку в спорудах 

використовується рівняння Лапласа для 

потенціалу швидкості : 

2 2 2

2 2 2
0

P P P

x y z

  
+ + =

  

.  (16) 

Компоненти вектора швидкості  

визначаються так : 

, , .
P P P

u v w
x y z

  
= = =
  

 (17) 

Граничні умови для рівняння Лапласу 

розглянуті в [1]. 

Для чисельного розв’язання задачі 
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гідродинаміки використовуються дві 

кінцево-різницеві схеми. Перша схема – це 

позмінно-трикутний метод  

А. А. Самарського. Для використання 

даного методу рівняння Лапласу 

приводиться до вигляду : 

2 2 2

2 2 2

P P P P

t x y z

   
= + +

   

.  (18) 

Для чисельного інтегрування даного 

рівняння з еволюційною похідною 

використовується схема : 

1 2 1 2 1 2

, , , , 1, , , , , , 1, ,

2 2

1 2 1 2

, 1, , , , , , 1,

2 2

1 2 1 2

, , 1 , , , , , , 1

2 2

0,5

,

n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

n n n n

i j k i j k i j k i j k

n n n n

i j k i j k i j k i j k

P P P P P P

x x
P P P P

y y
P P P P

z z



+ + +

+ −

+ +

+ −

+ +

+ −

− − − +
= + +

  
− − +

+ + +
 
− − +

+ +
 

 

1 1 2 1 1 1 2 1 2

, , , , 1, , , , , , 1, ,

2 2

1 1 1 2 1 2

, 1, , , , , , 1,

2 2

1 1 1 2 1 2

, , 1 , , , , , , 1

2 2

0,5

.

n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

n n n n

i j k i j k i j k i j k

n n n n

i j k i j k i j k i j k

P P P P P P

x x
P P P P

y y
P P P P

z z



+ + + + + +

+ −

+ + + +

+ −

+ + + +

+ −

− − − +
= + +

  
− − +

+ + +
 
− − +

+ +
 

 

На кожному дробовому кроці невідоме 

значення P визначається за явною схемою 

рахунку, що біжить, що робить розрахунок 

економічним і зручним для програмування. 

Друга схема – це локально одновимірна 

схема розв’язання рівняння Лапласу для 

потенціалу швидкості. На першому кроці 

здійснюються наступні перетворення. 

Знову, представимо це рівняння у вигляді : 

2 2 2

2 2 2
,

P P P P

t x y z

   
= + +

   
 (19) 

де t – фіктивний час. 

Далі, рівняння (19) розщеплено так : 

2

2

P P

t x

 
=

 
.  (20) 

2

2

P P

t y

 
=

 
  (21) 

2

2

P P

t z

 
=

 
  (22) 

Розрахункові залежності (метод 

Річардсона) для визначення невідомого 

значення Р на базі рівняння (20) мають 

вигляд : 

1, , , ,1
, , , , 2

, , 1, ,

2
.

n n
i j k i j kn n

i j k i j k

n n
i j k i j k

P P
P P t

x
P P

t
x

++

−

−
= + +


− +

+


V

V

 (23) 

Розрахункові залежності для визначення 

невідомого значення Р на базі рівняння (21) 

мають вигляд : 

, 1, , ,1
, , , , 2

, , 1, ,

2
.

n n
i j k i j kn n

i j k i j k

n n
i j k i j k

P P
P P t

y

P P
t

y

++

−

−
= + +



− +
+



V

V

 (24) 

Розрахункові залежності для визначення 

невідомого значення Р на базі рівняння (22) 

мають вигляд : 

, , 1 , ,1
, , , , 2

, , , , 1

2
.

n n
i j k i j kn n

i j k i j k

n n
i j k i j k

P P
P P t

z
P P

t
z

++

−

−
= + +


− +

+


V

V

 (25) 

Розрахунок за даними залежностями 

закінчується коли виконується умова : 

 1

, , , ,

n n

i j k i j kP P + −  ,  (26) 

де ε – мале число; n – номер ітерації. 

На наступному етапі визначається 

швидкість течії : 

1, , , ,i j k i j kP P
u

x

+ −
=


, , 1, , ,i j k i j kP P

v
y

+ −
=


, 

, , 1 , ,i j k i j kP P
w

z

+ −
=


. 

Для кодування різницевих рівнянь 

використовувався FORTRAN. 

Перевагами розглянутих математичних 

моделей є : 

1. можливість визначати 3D поле 

швидкості потоку в спорудах; 

2. можливість вирішувати задачу 

гідродинаміки за декілька секунд. 

Недоліки : 

1. неможливість моделювання 

турбулентної течії; 
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2. неможливість визначати відривні 

зони. 

Результати. Нижче наведені результати 

рішення двох модельних задач на базі 

розроблених чисельних моделей. Перша 

задача – визначення поле концентрації 

кисню в аеротенку при розташуванні в 

споруді. Розрахунок здійснювався при таких 

параметрах: розрахунки виконувалися при 

наступних вхідних даних: 130inS =  мг/л – 

концентрація субстрату (БПКпов), що 

потрапляє в споруду; розміри біореактору 

1*0,5*0,3 (в безрозмірному вигляді);  

( )sQ t  = 1100 м3/доб. – витрата стічних вод; 

x y = = 2*10-4 м2/доб.; 210inX =  мг/л – 

концентрація активного мулу, що потрапляє 

в реактор; max 1,04 =  – параметр; 

100sK =  мг/л – параметр; 

0,055dK =  1/доб. – коефіцієнт, що 

враховує загибель мікроорганізмів; 0,55Y =  

– параметр; початкові умови: 

0 140S =  мг/л, 0 205X =  мг/л – 

концентрація субстрату та активного мулу в 

реакторі для моменту часу t = 0, 

інтенсивність подачі кисню від кожного 

аератору 1 (в безрозмірному вигляді).  

В аеротенку розташовано 6 аераторів, схема 

їх розташування показана на рисунку 1. 

 

Рис. 1. Розрахункова схема біореактору:  

1 –  аератори 

 

Рис. 2. Поле  концентрації  розчинного кисню  

в біореакторі 

На рисунку 2 показано поле безрозмірне 

значення концентрації кисню в перерізі  

y = 0,25. Кожне число на рисунку 2 показує 

безрозмірне значення концентрації кисню у 

відсотках від максимальної концентрації в 

даному перерізі. 

Як можна бачити з рисунку 2 

розроблена чисельна модель дозволяє 

визначити «радіус впливу» кожного 

аератору та визначити область, де має місце 

суперпозиція полів концентрації кисню при 

близькому розташуванні аераторів. Таким 

чином, використовуючи розроблену 

чисельну модель можна визначити 

раціональне розташування аераторів у 

споруді, щоб забезпечити потрібну 

концентрацію кисню в біореакторі. Час 

розрахунку даного класу задач  – 4 с. 

На рисунку 3 показана розрахункова 

схема в задачі при моделюванні процесу 

осадження домішки у відстійнику з  

додатковим елементом – екраном. Як можна 

бачити з рисунку 3 екран має складну 

геометричну форму. Розміри розрахункової 

області 1*0,5*0,3 (в безрозмірному вигляді), 

швидкість осадження домішки 0,001 мм/с. 

Швидкість води на вході у відстійник  

0,01 м/с. 

 

Рис. 3. Розрахункова схема відстійника: 1 – екран 

На рисунку 4 показано поле 

безрозмірної концентрації домішки у 

відстійнику в перерізі y = 0,25. Як і вище, це 

концентрація у відсотках від максимальної 

концентрації в даному перерізі. 

 

Рис. 4. Безрозмірне значення концентрації вагомої домішки 

у відстійнику 
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З рисунку 4 можна бачити, що 

використання екрану дає можливість 

забезпечити ефективне осадження домішки 

у споруді. Так, якщо максимальна 

концентрація домішки має місце на вході у 

споруду 99 %, то вже за екраном, ця 

концентрація дорівнює 13 %. 

Відзначимо, що час розрахунку кожного 

сценарію був 4 с. 

Наукова новизна та практична 

цінність. В статті розглянуті чисельні 

моделі для визначення концентрації кисню, 

активного мулу, субстрату в біореакторі. 

Запропоновані чисельні моделі для 

аналізу ефективності процесу очищення 

стічних вод у відстійниках. 

Побудовані чисельні моделі визначення 

поля швидкості потоку стічних вод в 

біореакторах та відстійниках. 

Запропоновані математичні моделі 

можуть буди використані для оцінювання 

ефективності роботи споруд 

водовідведення. 

Висновки 

1. У статті розглянуті багатофакторні 

математичні моделі біологічного очищення 

стічних вод в аеротенках та осадження 

домішки у відстійниках. 

2. Запропановані чисельні моделі для 

визначення поля швидкості в аеротенках та 

відстійниках, що дозволяють швидко, в 

режимі «on-line», вирішити задачу 

гідродинаміки. 

3. Розглянуті переваги та недоліки 

побудованих математичних моделей.
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