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Анотація. У статті розглянуто проблему захисту будівель і споруд від вібраційних та сейсмічних впливів за 

допомогою періодичних бетонно-гумових структур, здатних формувати заборонені зони для пружних хвиль у 

заданих частотних діапазонах. Актуальність дослідження зумовлена потребою створення фундаментних систем, 

які забезпечують ефективне послаблення динамічних навантажень без істотного ускладнення конструктивної 

схеми та можуть бути використані в інженерній практиці для задач віброзахисту й сейсмоізоляції. Досліджено 

дві двовимірні бетонно-гумові періодичні конструкції: двошарову та тришарову з важким внутрішнім ядром. 

Чисельне моделювання виконано методом скінченних елементів у межах плоскої задачі теорії пружності з 

використанням умов періодичності Флоке-Блоха. Для обох конфігурацій визначено межі першої повної 

забороненої зони та простежено їх зміну залежно від площової частки включення. Показано, що збільшення 

частки включення приводить до зниження нижньої межі забороненої зони, однак одночасно супроводжується 

зменшенням її ширини. Установлено, що двошарова конструкція формує ширшу заборонену зону, тоді як 

тришарова конфігурація забезпечує зміщення робочого частотного діапазону в нижчу область. Отримані 

результати підтверджують перспективність двовимірних бетонно-гумових періодичних конструкцій для задач 

віброзахисту та сейсмоізоляції фундаментних систем. Мета статті полягає у чисельному дослідженні та 

порівняльному аналізі двошарової і тришарової двовимірних бетонно-гумових періодичних конструкцій з метою 

встановлення впливу їхньої геометрії на положення та ширину першої повної забороненої зони, а також у 

визначенні конфігурацій, найбільш перспективних для задач віброзахисту та сейсмоізоляції будівель. Висновок. 

Проведене дослідження показало, що двошарова і тришарова бетонно-гумові періодичні конструкції реалізують 

різні механізми формування ефективного робочого діапазону: двошарова конфігурація є доцільнішою у 

випадках, коли пріоритетом є ширина забороненої зони, тоді як тришарова ‒ коли необхідно знизити нижню 

межу частотного відсікання. Отримані результати можуть бути використані як основа для подальшого 

проєктування періодичних віброзахисних і сейсмоізоляційних фундаментних систем. 

Ключові слова: періодичні структури; бетонно-гумові конструкції; заборонена зона; віброзахист; 

сейсмоізоляція; метод скінченних елементів; умови Флоке-Блоха 
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Abstract. The article addresses the problem of protecting buildings and structures from vibration and seismic 

impacts by means of periodic concrete-rubber systems capable of forming band gaps for elastic waves within prescribed 

frequency ranges. The relevance of the study is associated with the need to develop foundation systems that can effectively 

attenuate dynamic loads without significant structural complication and can be applied in engineering practice for 

vibration mitigation and seismic isolation. Two types of two-dimensional concrete-rubber periodic structures are 

investigated: a two-layer structure and a three-layer structure with a heavy internal core. Numerical modeling is performed 

using the finite element method within a plane elasticity formulation with Floquet-Bloch periodic conditions. For both 

configurations, the boundaries of the first complete band gap are determined and their variation with the areal inclusion 

fraction is analyzed. It is shown that increasing the inclusion fraction leads to a reduction in the lower band-gap boundary, 

but at the same time results in a decrease in the band-gap width. It is established that the two-layer structure provides a 

wider band gap, whereas the three-layer configuration shifts the operating frequency range to lower values. The obtained 

results confirm the potential of two-dimensional concrete-rubber periodic structures for vibration protection and seismic 

isolation of foundation systems. The purpose of the article is to carry out a numerical study and comparative analysis of 

two-layer and three-layer two-dimensional concrete-rubber periodic structures in order to determine the influence of their 

geometry on the position and width of the first complete band gap, as well as to identify the configurations that are most 

promising for vibration protection and seismic isolation of buildings. Conclusion. The conducted study has shown that 

two-layer and three-layer concrete-rubber periodic structures realize different mechanisms of forming an effective 

operating frequency range: the two-layer configuration is more appropriate when the priority is the width of the band gap, 

whereas the three-layer one is preferable when it is necessary to decrease the lower cut-off frequency. The obtained results 

may serve as a basis for the further design of periodic vibration-protective and seismic isolation foundation systems. 

Keywords: periodic structures; concrete-rubber structures; band gap; vibration protection; seismic isolation; finite 

element method; Floquet-Bloch conditions 

Вступ. Підвищення ефективності систем 

віброзахисту та сейсмоізоляції будівель 

залишається актуальною задачею 

будівельної механіки. Класичні рішення, 

зокрема гумометалеві опори та інші 

традиційні ізолятори, добре працюють у 

певних діапазонах навантаження, однак не 

завжди дозволяють цілеспрямовано керувати 

передаванням хвильової енергії в заданих 

частотних інтервалах [1]. У зв’язку з цим 

упродовж останніх років активно 

розвивається підхід, заснований на 

використанні періодичних матеріалів і 

метаматеріалів у фундаментних системах [2–

5]. 

Для періодичних структур характерною 

є поява заборонених зон – частотних 

інтервалів, у межах яких поширення 

пружних хвиль різко послаблюється або 

практично блокується. Цю ідею вже 

застосовували до шаруватих періодичних 

фундаментів, локально-резонансних систем і 

експериментальних зразків для віброзахисту 

та сейсмічної ізоляції [2; 3; 6; 7]. Разом із тим 

для інженерної практики важливим 

залишається питання про те, як саме 

геометрія комірки періодичності 

двовимірної неоднорідної конструкції 

впливає на положення першої забороненої 

зони та її ширину. 

У цій роботі розглянуто дві двовимірні 

бетонно-гумові періодичні конструкції: 

двошарову, що складається з бетонної 

матриці та гумового включення, і тришарову, 

у якій до гумового шару додано важке 

внутрішнє ядро. Такий вибір дозволяє не 

лише оцінити вплив площової частки 

включення, а й порівняти дві архітектури, 

орієнтовані на різні інженерні цілі: 

формування ширшої забороненої зони або 

зміщення робочого частотного діапазону в 

нижчу область. Окремо слід підкреслити, що 

сучасні дослідження з параметричної 

оптимізації бетонно-гумових періодичних 

фундаментів підтверджують важливість саме 

геометричних факторів у керуванні 

частотним спектром [8; 9]. 

Постановка задачі та чисельна 

модель. Об’єктом дослідження є двовимірна 

неоднорідна періодична конструкція 

фундаментного типу в межах плоскої задачі 

теорії пружності. Для її опису використано 

елементарну комірку періодичності, що 

дозволяє звести нескінченну періодичну 

систему до однієї характерної області 

розрахунку на основі умов періодичності 

Флоке-Блоха. Чисельне моделювання 

виконано методом скінченних елементів у 

програмному середовищі COMSOL 

Multiphysics, а спектральний аналіз 
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проведено в межах першої зони 

Бріллюена [5; 7]. 

 

Рис. 1. Комірки періодичності двошарової (а)  

та тришарової (б) двовимірних неоднорідних 

бетонно-гумових конструкцій 

У двошаровій конструкції геометрія 

комірки періодичності задається стороною 

бетонної матриці a_total і радіусом гумового 

включення r_out. У тришаровій конструкції 

додатково вводиться радіус внутрішнього 

ядра r_core. Керуючим параметром є 

площова частка включення, яка визначається 

співвідношенням f_area = π · r_out² / a_total². 

Для тришарової моделі співвідношення між 

радіусом ядра і товщиною гумового кільця 

задається безрозмірним параметром 

β = r_core / (r_out − r_core) = 1.5. Такий 

підхід дозволяє порівнювати конструкції в 

єдиній параметричній постановці без зайвого 

розширення простору змінних [7; 8]. 

У розрахунках використовувалися такі 

фізико-механічні характеристики матеріалів: 

для бетону – густина 2 300 кг/м³, модуль 

Юнга 3.14×10¹⁰ Па та коефіцієнт Пуассона 

0.33; для гуми – густина  

1 300 кг/м³, модуль Юнга 1.4×10⁵ Па та 

коефіцієнт Пуассона 0.463; для важкого 

внутрішнього ядра – густина 7 850 кг/м³, 

модуль Юнга 2.05×10¹¹ Па та коефіцієнт 

Пуассона 0.28. Базовий розмір комірки 

періодичності прийнято a_total = 0.4 м. 

Для кожного значення f_area 

обчислювалися власні частоти, після чого 

визначалися нижня межа, верхня межа та 

ширина першої повної забороненої зони. У 

подальшому аналізі основну увагу приділено 

порівнянню двох конфігурацій за цими 

трьома характеристиками. Такий вибір 

дозволяє перейти від формального опису 

дисперсійного спектра до практично 

значущих показників, які безпосередньо 

пов’язані з можливістю використання 

періодичних фундаментів у задачах 

віброзахисту та сейсмоізоляції [3; 6; 10].  

 

Рис. 2. Межі першої повної забороненої зони  

для двошарової бетонно-гумової конструкції 

Результати чисельного дослідження. 

На рисунку 2 наведено зміну меж першої 

повної забороненої зони для двошарової 

конструкції залежно від площової частки 

включення. Отримані результати показують, 

що зі збільшенням f_area нижня межа зони 

зміщується в область менших частот, однак 

це супроводжується поступовим 

зменшенням її ширини. Таким чином, для 

двошарової конструкції спостерігається 

типовий компроміс між шириною 
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забороненої зони та її частотним 

положенням. 

Аналогічна залежність для тришарової 

конструкції показана на рисунку 3. 

Додавання важкого внутрішнього ядра 

призводить до суттєвого зниження нижньої 

межі забороненої зони в усьому 

дослідженому діапазоні f_area. Водночас 

ширина зони для тришарової конфігурації 

виявляється меншою, ніж для двошарової, 

що свідчить про інший механізм формування 

робочого частотного діапазону. 

 

Рис. 3. Межі першої повної забороненої зони  

для тришарової бетонно-гумової конструкції 

 

Рис. 4. Порівняння параметрів першої забороненої 

зони: а ‒ нижня межа; б ‒ ширина 

Порівняння двох моделей за нижньою 

межею та шириною забороненої зони 

наведено на рисунку 4. З рисунку 4, а видно, 

що перехід від двошарової до тришарової 

конструкції зміщує всі розглянуті режими в 

область нижчих частот. Разом із тим 

рисунок 4, б демонструє, що двошарова 

конфігурація практично в усьому діапазоні 

f_area забезпечує більшу ширину першої 

повної забороненої зони. Отже, дві 

архітектури не є взаємозамінними: вибір між 

ними повинен визначатися інженерним 

пріоритетом. 

 

Рис. 5. Компроміс між нижньою межею  

та шириною першої повної забороненої зони 

Для наочнішої оцінки компромісу між 

двома основними критеріями на рисунку 5 

побудовано залежність ширини забороненої 

зони від її нижньої межі. Кожна точка 

відповідає окремому значенню f_area.  

З цього рисунку видно, що перехід від 

двошарової до тришарової конструкції 

зміщує точки в область нижчих частот, але 

супроводжується зменшенням ширини 

забороненої зони. У результаті двошарова 

конфігурація є доцільнішою для задач, у яких 

необхідно забезпечити ширший робочий 

діапазон пригнічення хвиль, тоді як 

тришарова – для випадків, коли 

першочерговим є зниження частотної межі 

відсікання. 

Узагальнюючи отримані результати, 

можна зазначити, що збільшення площової 
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частки включення в обох моделях сприяє 

зміщенню першої забороненої зони до 

нижчих частот, але не супроводжується 

зростанням її ширини. Для двошарової 

конструкції цей ефект проявляється у вигляді 

відносно широкої, але вищої за частотою 

зони, тоді як тришарова система з важким 

ядром формує нижчий робочий діапазон 

ціною його звуження. Такий результат не 

означає абсолютної переваги однієї 

конфігурації над іншою, а вказує на 

необхідність підбору архітектури 

періодичної конструкції відповідно до 

цільового частотного діапазону та вимог до 

ширини зони пригнічення хвиль 

Висновки 

Проведене чисельне дослідження 

двошарової і тришарової двовимірних 

бетонно-гумових періодичних конструкцій 

показало, що обидві конфігурації здатні 

формувати першу повну заборонену зону в 

низькочастотному діапазоні, проте характер 

її зміни залежно від площової частки 

включення для них є різним. Для обох 

моделей збільшення f_area приводить до 

зниження нижньої межі забороненої зони, 

однак одночасно супроводжується 

зменшенням її ширини. Установлено, що 

двошарова конструкція доцільніша у 

випадках, коли головним критерієм є ширина 

першої повної забороненої зони, тоді як 

тришарова конструкція з важким внутрішнім 

ядром є ефективнішою, коли необхідно 

змістити робочий частотний діапазон у 

нижчу область. Таким чином, розглянуті 

архітектури реалізують два різні підходи до 

керування хвильовими властивостями 

періодичного фундаменту. Отримані 

результати можуть слугувати основою для 

подальшого проєктування двовимірних 

віброзахисних і сейсмоізоляційних 

фундаментних систем, а також для 

наступних досліджень, пов’язаних із 

розширенням геометричних параметрів і 

переходом до просторових моделей. 

Подяка. Ця робота підтримана 

Європейською Комісією в межах проєкту 

HORIZON 2020 «Effective Factorisation 

techniques for matrix-functions: Developing 

theory, numerical methods and impactful 

applications», угода про грант ID: 101008140. 
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	У цій постановці розглядаються не «дії» як такі, а випадкові події їх результатів, що дозволяє відокремити математичну структуру ймовірнісного опису від семантичної інтерпретації впливу як «загрози» або «контрзаходу».
	Математичну формалізацію та перевірку (доведення) гіпотези можливо представити у наступному вигляді.
	Розглянемо стохастичну систему, що описує взаємодію двох агентів А та В.
	Антагоністична стохастична постановка вводиться як формальний інструмент для обґрунтування методологічної симетрії ймовірнісного аналізу небезпек і заходів безпеки.
	У такій постановці одні й ті самі випадкові події (результати дій, відмови бар’єрів, ескалації) мають інваріантну ймовірнісну структуру, тоді як їх інтерпретація як загроз або заходів безпеки визначається виключно знаком впливу на цільовий функціонал ...
	Звідси випливає, що техніки [2; 3] є застосовними симетрично як до оцінювання ймовірності реалізації загроз, так і до ймовірнісного оцінювання заходів безпеки за фіксованого контексту, а центральним обмеженням практики є не відсутність математичного а...
	Наприклад, FTA/ETA формалізують структуру причинно-наслідкових комбінацій подій для сценарію ініціювання небезпеки і можуть працювати для сценарію відмови/успіху бар’єра/заходу; байєсівські мережі – залежності між подіями загроз і заходів безпеки; мар...
	1. Математична модель.
	1.1. Простір станів.
	Стан системи в момент часу t ≥ 0 задається вектором:
	(2)
	Вираз (2) означає, що в кожний момент часу система описується двовимірним вектором невід’ємних випадкових величин, які кількісно характеризують стан кожного з двох антагоністично взаємодіючих агентів.
	1.2. Простір дій.
	Кожен агент i ∈ {A,B} у кожний момент часу t ≥ 0 обирає керування (вплив).
	(3)
	де ai(t) – адаптована керуюча зміна; K – компактна множина допустимих значень інтенсивності дій; K ⸦ R+ – множина всіх допустимих значень інтенсивності дій.
	1.3. Стохастична динаміка.
	Еволюція системи описується системою диференціальних рівнянь (4, 5):
	Рівності (6, 7) визначають гру з нульовою сумою; отже, у жодних додаткових припущеннях щодо часових моментів реалізації мети опонентів А, В чи позитивності очікувань немає необхідності. Мінімально необхідну і достатню умову антагоністичності моделі мо...
	3. Маржинальний ефект дії агентів.
	Нехай стратегія агента B зафіксована. Це означає, що агент B поводиться однаково в обох випадках, аналізуємо лише наслідок рішення агента A. Формально: aB в обох формулах однакове (тримаємо це сталим).
	Розглянемо дві альтернативні стратегії агента A: базову a0А та альтернативну aA.
	Визначимо маржинальний ефект для двох стратегій агента A, aA та a0B. Маржинальний ефект зміни стратегії агента A визначається як різниця значень цільових функціоналів при незмінній стратегії агента B, а саме:
	(9)
	(10)
	Рисунок наочно демонструє, що одна й та сама зміна стратегії породжує протилежні за знаком маржинальні ефекти для різних агентів, тобто реляційний характер інтерпретації дій як «загрози» або «заходу безпеки». Тобто дія сама по собі не є ні «хорошою», ...
	4. Теорема дослідження.
	Нехай система (4, 5) керується відповідно до функціоналів (6, 7). Тоді для будь-яких стратегій aA, a0А та будь-якої фіксованої стратегії aB виконується тотожність:
	(11)
	Доведення.
	Із означення нульової суми (7) маємо:
	(12)
	Тоді, застосовуючи це до обох доданків у визначенні (10) маємо:
	(13)
	Доведення є елементарним і не вимагає:
	– симетрії функції шкоди чи початкових умов;
	– існування єдності/рівноваги;
	– регулярності функції цінності;
	– інших додаткових припущень.
	Отримана симетрія маржинальних ефектів означає, що з позицій ймовірнісного аналізу відсутні підстави застосовувати різні класи методів до оцінювання загроз і заходів безпеки; відмінність між ними визначається не математичною природою подій, а знаком в...
	Отримана ілюстративна тотожність  ΔB = −ΔA у грі з нульовою сумою демонструє, що знак ефекту дії визначається цільовою функцією спостерігача, тоді як модуль ефекту є інваріантним.
	5. Твердження, які випливають з доведеної теореми:
	Доведено застосуванням знакової функції до обох частин (11).
	Інтерпретація: Одна і та сама дія aA є:
	– заходом безпеки для А (якщо ΔА>0);
	– небезпекою для В (ΔB= – ΔА <0), одночасно, в одному і тому ж самому часовому зрізі, що підтверджує гіпотезу.
	Твердження 2. Для будь-якої зміни (дії) виконується:
	(15)
	Це означає, що дія має єдину кількісну природу впливу, а відмінність полягає виключно в знаку, що визначається цілями спостерігача.
	Твердження 3. У грі з нульовою сумою виконується інваріант нульової суми:
	(16)
	Доводиться переформулюванням (11).
	Інтерпретація: Сума впливів на цілі обох агентів дорівнює нулю. Будь-який позитивний наслідок для одого агента є тотожнім негативним наслідком для іншого.
	Отже, гіпотеза знайшла математичне підтвердження.
	Доведено:
	– дуальність інтерпретацій «небезпека-захід безпеки» є математичною необхідністю;
	Висновки
	1. У роботі на основі нормативно-структурного та логіко-структурного аналізу міжнародних стандартів і національних регуляторних вимог показано, що чинний ризик-орієнтований підхід до виробничої безпеки і безпеки критичної інфраструктури має системні м...
	2. Встановлено, що ключовим обмеженням чинного підходу є асиметрія ймовірностей: ймовірність реалізації загроз оцінюється, тоді як ймовірність досягнення запланованого ефекту заходів безпеки не є обов’язковим елементом ризик-оцінювання.
	3. Показано, що зазначена асиметрія призводить до систематичного заниження оцінки залишкового ризику та формування ілюзії керованості безпеки, особливо в умовах деградації бар’єрів (заходів), призводить до каскадності і динаміки загроз.
	4. Запропоновано принцип адекватності ймовірностей як метакритерій валідності ризик-орієнтованого підходу, відповідно до якого оцінювання ризику є методологічно коректним лише за умови узгодженого врахування ймовірностей сценаріїв загроз та результати...
	6. Синтезовано цільовий контур ризик-менеджменту КІ, який включає прогнозне оцінювання ефективності заходів, урахування їх деградації та багаторівневий моніторинг, що підвищує керованість питань виробничої безпеки та безпеки критичної інфраструктури.
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